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1. 서 론

  외력에 대한 변위가 큰 구조물은 그 크기에 비하여 중량이 
적어서 시스템의 자세 제어를 수행할 때의 동적 거동을 분석
하여 보면 관성력의 영향으로 큰 변형이 발생하고, 이러한 현
상은 고유진동수의 변화를 수반하여 시스템 제어 시에 영향을 
주게 된다. 이러한 비선형적 현상은 이론적인 해석을 통하여 
그 크기를 해석할 수 있는 것으로 알려져 있다.  Nayfeh와 
Pai는 유연한 비선형 보에 인자 진동(parametric excitation)
의 가진 조건에서의 이론 해를 산출하였으며[1], Zevondey 등
은 유연한 보에 집중하중이 인가하였을 경우의 이론 해를 다
차 가중치 해석 법(multiple scale method)을 이용하여 구하
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고, 실험을 통하여 인자 진동 조건에서 비선형 보에서 발생하
는 가진 주파수 응답의 비선형 적인 현상을 관찰하였다[2]. 
Crespo 와 Glynn은 매우 긴 유연한 비선형 보에서 발생하는 
토숀의 영향을 비선형 해석기법을 이용하여 해석하였으며[4], 
Nayfeh와 Mook는 그의 책 ‘Nonlinear Oscillation’에서 비
선형 보와 여러 가지 진동계의 비선형 적인 해석기법을 제시
하였고, Hou 와 Yunn은 비선형 보의 고유치와 고유치 벡터
를 해석하는 기법을 소개하였다[5]. 또한 Anderson 등은 외팔 
보 형태의 비선형 보에 대한 해와 가진 주파수, 위상, 진폭에 
대한 상호관계를 이론적 해석을 통하여 분석하였다[6].

2. 본 론

2.1 비선형보의 운동 방정식
  비성형 보의 지배 방정식을 구하는 대상 모델은 다음 그림
과 같이 수직 방향의 외팔보(의 형태를 갖으며, 비선형 보를 
가진 시키는 방법은 밑에서 수평방향으로 이동시키는 것이다. 
운동방정식을 유도하는 데에 있어서, 보의 두께가 길이에 비하
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[ 초    록 ]

 경량화된 장비는 고탄성 재질을 광범위 하게 사용하여 적은 중량으로 높은 하중을 견디게 하는 설계 개념을 적용하고 있다. 이러한 
구조물은 가진 현상 발생시 혹은 제어 구동 시에 큰 변형이 발생하면 비선형 특성이 생성 된다. 이러한 비선형 현상의 특질 중에 
시스템의 제어 성능에 영향을 주는 요소는 주파수 연동 현상과 고유 진동수 변화를 들 수 있으며, 본 논문에서는 이론적인 해석을 
통하여 주파수 연동 현상과 고유 진동수 변화 현상을 해석 한다.

[ ABSTRACT ]

  The lightweight equipment adopts a design concept that withstands high loads with low weight by using a 
wide range of highly elastic materials. Such a structure generates nonlinear characteristics when an excitation 
phenomenon occurs or when a large deformation occurs during a control operation. Among the 
characteristics of these nonlinear phenomena, factors that affect the control performance of the system are 
frequency-linked phenomenon and natural frequency change. In this paper, frequency-linked phenomenon and 
natural frequency change phenomenon are analyzed through theoretical analysis.

Key Words : 고탄성 재질(High elastic material), 비선형 특성(Nonlinear characteristics), 주파수 연동(Frequency linkage), 
진동수 변화(Change in frequency)
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여 대단히 작아서 전단변형과 보의 회전 관성량을 무시하는 
가정을 적용하였다. 또한 보의 횡 방향 진동 크기가 시스템의 
주요한 사항이므로, 보의 축 방향 공진 현상 또한 무시하였다.  
이것은 보의 축 방향의 공진이 굽힘 방향의 공진 주파수 보다 
매우 높은 주파수 대역의 성분을 갖고 있을 것으로 생각되기 
때문인 점도 고려되었고, 같은 이유로 보의 토숀에 의한 변형 
주파수도 무시되었다. 가진에 의한 변위가 매우 큰 비선형 보
의 운동 방정식을 산출하기 위하여 Euler Bernoulli 이론을 
이용하였다. 그림1 에서 's'점에서 작용하는 굽힘 모멘트는 구
하면
  k(s) EIM(s)=                        (2-1)
이 되고, 식(2-1)에서 정의된 변수는

이다.  곡률 반경 함수와 보의 굽힘각의 관계를 구하면

k(s)= , sin( ) v
s

¶f f f
¶

¢ ¢= =                (2-2)
이 되고, 이때 는 임이 위치 의 굽힘 각의 기울기 이다. 식
(2-2)에서 정의된 의 미분 항을 구하면,

2v1/v= ¢-¢¢¢f                         (2-3)
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이 되고, 이것을 이용하여 식(2-1)에서 표시된 모멘트 방정식
을 구하면,

   s sectiona t  Momen t:M(s)
)2v5.01(vEI5.0)2v(1vEI=M(s) ¢+¢¢»-¢-¢¢

 (2-4)
이 된다. 식(2-4)는 보의 임의 점 에 작용되는 모멘트를 표시
하는 것이데, 이식은 다음과 같은 두 가지의 모멘트 성분의 합 
즉 수직 관성량 (lateral inertia)와 및 수평방향 관성량 
(longitudinal inertia)의 원인으로 발생하는 외부 모멘트
(external moment)으로 표현이 가능하다.

 )s(2M)s(1M)s(M +=                 (2-5)
이러한 두 가지의 모멘트 성분을 적분으로 표현하면 
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이 되고, 이때의 축 방향의 변위는 
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로 정의되며, 축 방향 변위 가속도 성분, 즉 변위를 두 번 미
분 한 값을 기구학적 조건을 이용하여 표현하면 다음과 같다.
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이 식들을 Euler-Bernoulli의 이론에 적용하여 보의 운동 방
정식을  무 차원 수로 정리 하면 다음과 같다.

 

{ }

ts inC Ftc osF

m g
K
L)v)1s(v(

ds)dsv(v
2
1))vv(v(vvcv

2

3

3

s

l

s

0
2i v

WWWW +=

¢+-¢¢+

þ
ý
ü

î
í
ì ²

¢¢+¢¢¢¢¢¢+++ ò ò&&&

(2-10)

단 여기서 정의된 변수는 다음과 같다.
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2.2 비선형 보의 이론해석
  식 (2-10)의 비선형보의 운동방정식은 진동에 의한 보의 매
우 큰 비선형 보의 운동을 해석하기 위한 운동방정식으로, 이
러한 비선형 식을 풀기 위하여 시간에 변화에 따른 가중치를 
분리한 비선형 해를 구하는 방법인 ‘method of multiple 
scale’[3]을 활용하여 해석한다. 제시된 비선형 방정식의 항이 
3차 항인 ‘cubic term’으로 되어 있으므로, 응답해 v(s,t)를 
다음과 같이 표현할 수 있다.
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단, 여기서 표현된 가중치가 포함된 시간 변수는 다음과 같이 
정의 된다.
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식(2-12)를 식(2-10)에 대입하고 외팔보의 경계조건을 고려하
여 1차 항을 정리하면 다음과 같이 표현된다.
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단 여기서 변위‘’는 식(2-11)에서 표현된 ‘’의 ‘’를 생략하여 표
시한 것이다.  3차 항 역시 지배 방정식과 경계조건을 정리하
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그림. 1  횡방향 가진력을 갖는 수직외팔보 모델
Fig. 1 Vertical cantilevered beam model with 

transverse excitation force
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면 다음과 같다.
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단, 여기서 표현된 변수는 다음과 같이 정의된다.

 
K

m gL=g       ,
T

=D     ,
T

=D 2

3

0
20

0 e¶
¶

¶
¶

           
보의 지배방정식에 대하여 변수 분리법에 의하여 해를 구하기 
위하여 보의 응답 해를 모우드 함수와 시간에 따른 함수의 조
합으로 다음과 같이 정의할 수 있겠다. 
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(2-16)

식(2-14)는 일반적인 선형 보의 운동방정식으로써 1차 항의 
응답은 전형적인 선형 해를 구하는 방법으로 산출할 수 있다. 
모우드 함수 를 정의하여 보의 응답 해를 표현하면 다음과 같
은 결과를 얻게 된다.
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여기서 시간의 함수를 ‘ )tcos()t(G ii bw += ’의 조화 함수
로 가정하면 식(2-14)의 모우드 함수는 다음과 같이 표현되고  
                    

 0z i v
i

i v =- ff                       (2-18)
이때, 미분 방정식의 계수는 보의 물리량으로 다음과 같이 정
의 된다.
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이 되고, (2-20)식에 경계조건을 적용하면
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이 된다.  이때'z'의 고유치는 다음의 방정식(2-22)를  만족한
다.
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식(2-22)의 고유치를 구하기 위하여 특성방정식을 정의하면 다

음과 같이 표현되고
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식(2-23)의 고유치는 다음 조건을 만족 하게 된다. 

         0zcoshzcos+1 ii =+                   (2-24)
식(2-24)의 처음 3개의 근을 수치해석 기법인 ‘Newton 
Relphson’의 방법을 이용하여 구하면, z=1.8751, 4.6941, 
7.8547 이 된다. 고유벡터(eigen vector)는 보의 경계조건과 
식(2-20)을 이용하여 구하게 되는데, 이러한 조건을 정리하면 
다음식 (2-25)으로 정리 된다.
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식(2-25)에서 정의된 식은 보의 모우드 형태 (mode shape)을 
결정해 주는 식이며, 식(2-24)에서 산출된 고유치로 표현되는 
보의 고유 진동수(natural frequency)는 다음과 같이 표현된
다.
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식(16)의 시간에 대한 비선형 항의 해를 구하기 위하여 
Galerkin Method를 사용하여 보자. 비선형 해를 적용하기 위
하여 응답함수를 다음과 같이 가정하면, 1차 항은 
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으로 표현된다. 식(27),(28)을 식(15)에 대입하여 정리하면, 비
선형 특성이 고려된 지배 반정식은 
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이다. 단, 여기서 표현된 변수 ‘ ,  ,  , 321 aaa ’은 다음과 같
다.
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선형화된 보의 고유진동수와 유사하게 가진 시켰을 때의 응답
을 구하여 본다.  가진 주파수는 다음과 같이 표현할 수 있고

parametorunningdet;:where
                        )1( 2

n

s
sewW +=

            (2-31)
식(2-28)을 식(2-27)에 대입하고 해의 해석조건을 구하면 다음
과 같다. 비선형 시스템의 해의 해석 조건은 비선형 진동계의 
응답 해가 존재하는 조건을 의미한다.

)conjugatecom ple xe)T(A)(s(,...)T,T,s(v 0nTi
2nn += wf
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식(2-31)을 풀어 실수 부와 허수 부를 분리하여 정리하면 다음
과 같다.

0sinfaa2 n4nn =-+¢ gwamww                (2-33-a)
2 2 22

n n 3 0 2 n 1 4 n
1 32 ( 2 g ) ( )a a f cos 0 
2 4

w g w s a a w a a w gé ù¢ - + - - - =ê úë û   (2-33-b)
)T(T 22n qswg -=                         (2-33-c)

그리하여 1차 응답함수는 다음과 같이 표현된다.
       ...)tc os ()t(a)s()t,s(v 2

n ++= gWef      (2-34)
안정조건은 만족하는 a,  g 는 식(2-31)으로부터 식(2-35)
와 같음 조건을 만족하게 된다. 

      0a =¢=¢ g                          (2-35)
또한 위상 및 변위에 관한 관계는 식(2-35)를 식(2-33)에 대입
하여 정리하면 다음의 식(36)와 같은 식으로 표현 된다.
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식(2-36)는 진폭과 가진 위상과의 관계로 안정화 조건을 보여
주는 식으로써 위상 변화에 따른 진폭크기를 나타내준다.  즉 
식(2-34)의 진동 응답은 해의 존재를 만족하며, 진동계의 안정 
조건을 만족하는 식(2-35)과 식(2-36)를 만족하는 범위에서 존
재하게 된다.

2.3 보의 진폭에 따른 고유진동수 재해석
  가진력에 의한 변위가 매우 큰 비선형 보의 변위의 크기는 
계의 고유 진동수에 영향을 미치게 된다.  특히 이러한 유연한 
구조물에 대한 정밀한 제어를 할 경우에는 이러한 물리적인 
현상에 대한 이해가 매우 중요하게 된다. 
가진력에 의한 변위가 매우 큰 유연 구조물의 과 댐핑 영향을 
무시하였을때의 고유 진동수의 변화에 대하여 알아보자. 식
(2-31)로부터 

    0f= ==sm                  (2-35)
을 만족한 조건에서, 식(2-35)를 식(2-33)에 대입하여 정리하
면 다음과 같은 식을 얻게 된다.

      0a2 n =¢mw                      (2-36-a)
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식(2-36-a)에서 a는 상수임을 의미하고, 식(36-b)를 정리하면 
다음과 같다. 

      ga)
2
1

4
3(

2
1

03
22

n21 úû
ù

êë
é --=¢ awaa

p
q        (2-37)

식(2-37)에서 의미하는 바는 비선형 현상에 의한 고유진동수의 

변화량은 식(2-30)에서 정의된 ,  ,  , 321 aaa ’ 즉 변위의 크
기가 반영된 항과 선형 시스템의 고유진동수 ‘ nw ’에 영향
을 받음을 알 수 있다.  매우 유연한 비선형 보의 고유 진동수
는 결국 선형 고유진동수에 식(2-37)에서 산출된 비선형 영향
에 의한 변화 량을 더하여 산출되므로, 식(2-16), (2-37)으로
부터 비선형 보의 변화된 고유진동수는 
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이다. 식(2-38)은 비선형 진동계의 진폭에 따른 고유진동수의 
변화를 표시하는 식이다. 진폭의 크기가 증가할수록 고유진동
수의 크기는 감소하게된다. 

3. 결론

  경량화된 장비는 고탄성 재질을 광범위 하게 사용하여 적은 
중량으로 높은 하중을 견디게 하는 설계 개념을 적용하고 있
다. 이러한 구조물은 가진 현상 발생시 혹은 제어 구동 시에 
큰 변형이 발생하면 비선형 특성이 생성 된다. 이러한 비선형 
현상의 특질 중에 시스템의 제어 성능에 영향을 주는 요소는 
주파수 연동 현상과 고유 진동수 변화를 들 수 있으며, 본 연
구에서는 이론적인 해석을 통하여 주파수 연동 현상과 고유 
진동수 변화 현상을 해석 하였다.  유연한 수직 외팔 보의 경
우에 대하여 가진에 의한 변위를 Euler Bernoulli 이론에 근
거를 둔 비선형 모델을 구하고 Multiple Scale Method와 
Galerkin Method를 사용하여 이론적인 해를 구하였다. 보의 
고유 진동수 재해석을 통하여 변위 및 보의 인자와 주파수의 
관계로 표시되는 수학적 함수 관계를 도출하였다. 또한 2차
(quadratic) 및 3차(cubic) 항이 포함된 일반적인 1자유도 비
선형 진동계에 대한 이론 해를 구하고 주파수 연동현상을 분
석 하였으며, 고유진동수의 재해석을 수행하여 그 변화되는 특
성을 분석 하였다.
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